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چیست؟ پیراحاصلضرب

ͬ راد شیران مژده

در عطفͬ نقطه خود نظریه این که آمدند، وجود به پذیر پیرادیفرانسیل عملͽرهای پیدایش مسیر در پیراحاصلضرب ها چͺیده.
خواص از بیشتر مراتب به خواصͬ وجود ͬ رود م انتظار پیراحاصلضرب نام از آنچه است، دیفرانسیلͬ شبه عملͽرهای نظریه ی
دیفرانسیل معادلات و آنالیز در محوری نقش ١٩۶۵ سال در خود پیدایش زمان از پیراحاصلضرب ها است. معمولͬ ضرب
دوخطͬ عملͽرهای از بسیاری بنای زیر و دارد ارتباط کالدرون‐زیͽموند دوخطͬ نظریه ی با مفاهیم این اند کرده بازی جزئͬ
کرانداری Tb، ،Tمشهور١ قضیه های به ͬ توان م ببریم نام را آنها کاربردهای از برخͬ بخواهیم اگر ͬ دهند. م تشͺیل را دیͽر
شده تصحیح فشردگͬ نظریه ی و تابعͬ فضاهای نقطه ای ضرایب نظریه های هیلبرت، دوخطͬ تبدیل کالدرون، جابه جاگرهای

کرد. اشاره

مقدمه .١

که این وجود با و ͬ شود م استفاده دوخطͬ عملͽر ͷی دادن نشان برای مقالات در امروزه پیراحاصلضرب١ اصطلاح
است. خوش  رفتارتر توابع معمولͬ ضرب از حدودی تا است ناجابه جایی٢

چیست؟ پیراحاصلضرب .٢

نظریه  این .[١] کردند پیدا ظهور بان۴ͬ ٣ دیفرانسیل پذیر پیرا عملͽرهای نظریه ی در بار اولین پیراحاصلضرب ها
یونانͬ کلمه ی بودند. آن پیشͽامان از [٣] در م˼یِر٧ و کافمن۶ که بود دیفرانسیل۵ͬ شبه عملͽرهای نظریه ی در عطفͬ نقطه
است. شده ترجمه au délà به ،[٣] مقاله ی تیتر مانند دقیقاً فرانسه، در و ٨ «پیرا» به انگلیسͬ زبان در παρα(para)
برای و گام اولین عنوان به باشد. ضرب مطلوب خواص ورائ باید پیراحاصلضرب ͷی کننده ی تعریف خواص بنابراین

ͬ گیریم م نظر در را زیر دوخطͬ عملͽر ͬ ها ویژگ این دادن نشان

Π۰(f, g)(s) =
∫ s

−∞
f ′(t)g(t)dt f, g ∈ C۱

۰ (R).

داریم لیب‐نیتز٩ قاعده ی از استفاده با

fg = Π۰(f, g) + Π۰(g, f)

هولدر‐گون. نامساوی لیب نیتز‐گونه، قاعده ی دوخطͬ، عملͽر پیراحاصلضرب، کلیدی. کلمات و عبارات
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١٢–٧ (١٣٩۵) ٣ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ راد، شیران مژده

صورت این به ͬ کند، م فراهم دقیق ͬ سازی خط فرمول ͷی Π۰ علاوه به ͬ کند، م بازسازی١٠ را fg ضرب ،Π۰ آن در که
آنگاه H ∈ C∞(R) اگر که

H(f) = H(۰) + Π۰(f,H ′(f))

خاصیت مشابه ویژگͬ این

H(f) = H(۰) + fH ′(f) + error

گونه ی١١ لیب‐نیتز قاعده ی در Π۰ همچنین است. معمولͬ ضرب برای

Π۰(f, g)′ = f ′g

پس است. هولدر١٢ نامساوی همان خاصیت این و ͬ کند نم صدق ضرب اصلͬ خواص از ͬͺی در اما ͬ کند، م صدق
خطای (با ͬ سازی خط فرمول های ضرب، بازسازی در که غیرجابجایی و دوخطͬ Π عملͽر چیست؟، حاصلضرب پیرا

صورت به گونه لیب‐نیتز قاعده ی ͬ کند، م صدق گونه لیب‐نیتز قاعده ی ͷی و هولدر‐گونه١٣ نابرابری ͷی هموار)،

∂αΠ(f, g) = Π̃(∂αf, g)

به Π۰ است. Π̃(f, g) = fg باشد، α = ۱ وقتͬ Π۰ برای ͬ کند. م صدق هولدر‐گونه نامساوی در Π̃ آن در که است
ͬ کند. نم صدق هولدر نامساوی در چون نیست مناسب Lp فضاهای برای اما است ͷنزدی بودن پیراحاصلضرب

پیراحاصلضرب های از ͷی هر ͬ کنیم. م معطوف پیراحاصلضرب ها مختلف شͺل های تکاملͬ سیر به را خود توجه حال
بوده مشخصͬ مسائل حل به آنالیزدانان نیاز کار این انگیزه ی و است شده تبدیل Πl+۱ به مناسب زمان در زیر در Πl

است.
شده بیان جابه جاگرها مورد در کالدِرون١۴ کار در ضمنͬ طور به پیراحاصلضرب اولیه ی نسخه ی گذشته، به نگاهͬ با
(فضاهای G ∈ Hq(U) و F ∈ Hp(U) برای ،۱ < p, q < ∞ و U = {s + it : s ∈ R, t > ۰} اگر .[٢] است

دوخطͬ عملͽر کالدرون، هاردی)١۵

Π۱(F,G)(s) = −i
∫ ∞

۰
F ′(s+ it)G(s+ it)dt

مشتق ͬ کند. م بازسازی را حقیقͬ) خط (روی FG ضرب Π۱ نیتز، لیب قاعده ی از استفاده با مجدداً کرد. تعریف را
ͬ سازی خط فرمول ͷی در Π۱ ͬ کند)، م تبعیت آن از نیز ضرب، که طور (همان ͬ کند م تبعیت نیتز لیب قاعده ی از Π۱

ͬ کند: م صدق زیر هولدر‐گونه ی نامساوی در Π۱ که داد نشان کالدرون نیز و ͬ کند م صدق
۱/r = ۱/p+ ۱/q اگر

∥Π۱(F,G)∥Lr(R) ≲ ∥F∥Hp(U)∥G∥Hq(U).

ͬ کنیم، م تعریف F موهومͬ و حقیقͬ مرزی مقادیر ترتیب به را f۲ و f۱ کنیم. «تحلیل»١۶ را Π۱ ͬ خواهیم م حال
یعنͬ

F (s+ it) = (f۱ ∗ pt)(s) + i(f۲ ∗ pt)(s)

10 Reconstructs 11 Leibniz-type rule 12 Hölder’s inequality 13 Hölder-type inequality 14 A. P. Calderón 15 Hardy spaces
16 Deconstruct
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قرار Q = p′ است. p(χ) = π−۱(۱+ χ۲)−۱ ١٩ پوآسون هسته ی از گشادگ١٨،١٧ͬ pt(χ) = t−۱p(t−۱χ) آن در که
داریم مشتق گیری با و ͬ دهیم م

F ′(s+ it) =
۱
t
(f۱ ∗Qt)(s) + i

۱
t
(f۲ ∗Qt)(s).

مجموع صورت به ͬ توان م را Π۱(F,G)(s) که ͬ بینیم م بنویسیم آن مرزی مقادیر برحسب را G اگر مشابه به طور
شͺل، به عملͽر چهار

Π۲(f, g)(s) =
∫ ∞

۰
(Qt ∗ f)(s)(pt ∗ g)(s)

dt

t

شͺل به دوخطͬ عملͽر های [١] بانͬ متغیر‐حقیق٢٠ͬ، رهیافت ͷی پایه ی بر و n‐بعد در کرد. بیان

Π۳(f, g) =
∫ ∞

۰
(ψt ∗ f)(s)(ϕt ∗ g)(s)

dt

t
,

است Rn در شوارتز٢١ تابع ͷی ϕ و ψt(χ) = t−nψ(χ⧹t) و ϕt(χ) = t−nϕ(χ⧹t) ،Π۲ مشابه گرفت. نظر در را
داریم ،B۱

۲
(۰) در و است B۱(۰) گوی در متک٢۴ͬ و شعاعͬ متقارن حقیقͬ، ،ϕ̂ آن، فوریه ی تبدیل٢٣،٢٢ که طوری به

صورت به فوریه) سمت (در نیز ψ .ϕ̂ = ۱

ψ̂(ξ) = ϕ̂(
ξ

۲)− ϕ̂(ξ)

صورت به (t = ۲−j) Π۳ گسسته ی نسخه ی ͬ شود. م تعریف

Π۴(f, g) =
∑
j∈Z

(ψj ∗ f)(ϕj ∗ g),

تساوی ψ خواص از استفاده با .ϕj(χ) = ۲jnϕ(۲jχ) و ψj(χ) = ۲jnψ(۲jχ) آن در که ͬ آید درم

fg =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

(ψj ∗ f)(ψk ∗ g)

= Π۴(f, g) + Π۴(g, f) +
∑
j∈Z

(ψj ∗ f)(ψj ∗ g),

مناسب تصحیح٢۵ ͷی است. خطا جمله ی ͷی همراه به ضرب بازسازی فرمول ͷی تساوی این که ͬ گیریم م نتیجه را
شͺل به Π۴ برای

Π۵(f, g) =
∑
j∈Z

(ψj ∗ f)(ϕj−۲ ∗ g)

نتیجه در که
fg = Π۵(f, g) + Π۵(g, f) +R(f, g)

ͬ دهد. م تغییر را تصویر اندازه ی که است انتقال گونه ای ١٧

شده اند. پراکنده مرکز از که دارند مشابهͬ بخش های ٢٣یعنͬ

18Dilation 19 Poisson kernel 20 Real-Variable Approach 21 Schwarz function 22Radially Symmetric 24 Supported
25 Modification
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١٢–٧ (١٣٩۵) ٣ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ راد، شیران مژده

ͬ نامند، م بان٢٧ͬ پیراحاصلضرب را آن که Π۵ عملͽر است. |j − k| ≤ ۱ در قطری٢۶ سه جمع R(f, g) عبارت این در
جمله ی ͷی همراه به ضرب برای بازسازی فرمول ͷی ͬ دهد م نشان آخر اتحاد که طور همان دارد. برجسته ای ͬ های ویژگ
است؟ مفید قدر این چرا پس نیست دقیق بازسازی ͷی فرمول این اینکه وجود با است، این سؤال حال دارد. وجود خطا
تقریبی ترین همواری به ضرب ͷی که آنجا از باشد. ۰ < α < β با هولدر) (فضاهای g ∈ Cβ و f ∈ Cα کنیم فرض
است. R(f, g) ∈ Cα+β و Π۵(g, f) ∈ Cαو Π۵(f, g) ∈ Cβ که داد نشان بانͬ اما fg ∈ Cα داریم، است خود فاکتور
،Π۵ داریم H ∈ C∞(R) برای علاوه، به کرد. مشخص را fg قسمت بهترین و خوب بد، قسمت های کار این با بنابراین

که طوری به ͬ کند م خطͬ f تابع در را H

H(f) = H(۰) + Π۵(f,H
′(f)) + eH(f),

قسمت روی مستقیم محاسبات که طور همان که، است آن دیͽر مزیت است. هموارتر f از eH(f) خطای آن در که
شͺل به ͬ توان م را Π۵ ͬ دهد، م نشان Π۵ فوریه ی

Π۵(f, g) =
∑
j∈Z

Ψj ∗ ((ψj ∗ f)(ϕj−۲ ∗ g)),

خاصیت این که کرد خواهد توجه نکته این به تیزبین خواننده ی است. شده متکͬ مناسب طوقه ی ͷی Π۵در که نوشت
توزیع تابع‐گونه ی دوگان نشان دهنده ی ⟨., .⟩ کنیم فرض است. شده معرفͬ Π۵ دلیل همین به و نیست ممͺن Π۴ برای

آنگاه باشد دیͽری شوارتز تابع h و باشد معمولͬ شوارتز٢٨

⟨Π۵(f, g), h⟩ =
∑
j∈Z

⟨(ψj ∗ f)(ϕj−۲ ∗ g),Ψj ∗ h⟩,

از ،Π۵ برای نگاشت خواص ͬ کند. م فراهم را h وود‐پال٢٩ͬ لیت˼ل قسمت های به فوری دسترسͬ امͺان رابطه این و
از بیشتری خواص عمل در آنکه برای ͬ آید. م دست به دوگانگͬ توسط Lp × Lq → Lr هولدر‐گونه ی خواص جمله

که ͬ دارد م بیان قاعده این ͬ کنیم. م ثابت را ͷکلاسی نیتز لیب جزئͬ قاعده ی ببینیم را پیراحاصلضرب

∥Dα(fg)∥Lr ≲ ∥Dαf∥Lp۱∥g∥Lq۱ + ∥f∥Lp۲∥Dαg∥Lq۲ ,

.۱r = ۱
p۱
+ ۱

q۱
= ۱

p۲
+ ۱

q۲
۱داریم < p۱, p۲, q۱, q۲ برای∞> نیز و ˆDαh(ξ) = |ξ|αĥ(ξ) αداریم > برای۰ آن در که

بازسازی از ببینید) را (٢٠٠۴)) تایِل٣٣، و تائو٣٢، پیف˼ر٣١، موسͺالا٣٠، مثال عنوان (به ͬ آید م ادامه در که کوتاهͬ بحث
ͬ کند: م استفاده پیراحاصلضرب ها برای نیتز لیب قاعده ی و حاصلضرب

∥Dα(fg)∥Lr = ∥Dα(Π(f, g) +Dα(Π(g, f))∥Lr

= ∥Π̃(Dαf, g) + Π̃(Dαg, f)∥Lr

≲ ∥Dαf∥Lp۱∥g∥Lq۱ + ∥f∥Lp۲∥Dαg∥Lq۲

شد خواهد حاصل ،m = ۱,۲,۳،ϕm عمومͬ توابع برای Π۵ انعطاف پذیرتر نسخه ی بͽیریم نظر در را زیر رابطه ی وقتͬ
Π۶(f, g) =

∑
j∈Z ϕ

۱
j ∗ ((ϕ۲j ∗ f)(ϕ۳j ∗ g)),

26 Tridiagonal Sum 27 Bony’s paraproduct 28 Schwarz function-tempered distribution dual pairing 29 Littlewood-Paley
30 Muscalu 31 Pipher 32 Tao 33 Thiele
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ͷیQ اگر است. یافته٣۴ تحول زیر صورت به Π۶ خود نوبه ی به است. Π̃۵ = Π۶ مناسب، ϕm توابع برای مثال عنوان به
یعنͬ Q ∈ D ͬ نویسیم، م باشد دوتایی٣۵ مͺعب

Q = {χ ∈ Rn : ki ⩽ ۲jχj ⩽ ki + ۱; i = ۱, ..., n}, k ∈ Zn, j ∈ Z

ساده  محاسبات است. Q پایین چپ سمت گوشه ی نمایانگر χQ = ۲−jk همچنین .Q = Qjk ͬ نویسیم م مورد این در
صورت به ͬ توان م را Π۶ که ͬ دهد م نشان

Π۶(f, g)(χ) =
∫ ∫

K(χ, y, z)f(y)g(z)dydz,

ͬ شود: م داده زیر صورت به و است دوخطͬ هسته ی K(χ, y, z) که ∑نوشت
j∈Z,k∈Zn

|Qjk|−
۱
۲ −

∫
Qjk

ϕ۱j,χ(w)ϕ
۲
j,y(w)ϕ

۳
j,z(w)dw,

آن در که
ϕmj,χ(w) = ۲ jn

۲ ϕm(۲j(χ− w)),m = ۱,۲,۳
کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به را هسته ͬ توانیم م کنیم، جایͽزین χQ در انتگرالده مقدار با را فوق میانگین ∑اگر

Q

|Q|−
۱
۲ϕ۱Q(χ)ϕ

۲
Q(y)ϕ

۳
Q(z) + E(χ, y, z),

آن در که
ϕmQ (χ) = ϕmj,χ(χQ),m = ۱,۲,۳

«مولͺول های اصطلاح به مثال های ϕmQ توابع است. کننده ٣۶ هموار عملͽر ͷی دوخطͬ هسته ی E(χ, y, z) خطای و
نیستند گشاده لزوماً که {ϕmQ}Q∈D,m = ۱,۲,۳ مولͺول های از کلͬ خانواده ی برای مͺعبQاست. ͷی به ٣٧ متناظر»
مربوطه ی مولͺولͬ پیراحاصلضرب دارند مناسبی حذف٣٩ خواص اما، است نبوده ثابت عرض٣٨ͬ برش ͷی انتقال یا و

است: زیر هسته ی دارای Π۷∑
Q∈D

|Q|−
۱
۲ϕ۱Q(χ)ϕ

۲
Q(y)ϕ

۳
Q(z),

یعنͬ
Π۷(f, g)(χ) =

∑
Q∈D

|Q|−
۱
۲ ⟨ϕ۲Q, f⟩⟨ϕ۳Q, g⟩ϕ۱Q(χ).

هستند، هار۴٠ سیستم براساس که مولͺول هایی است. پیراحاصلضرب ها مدرن نمونه های از ͬͺی نشان دهنده ی Π۷
پیدایش زمان از پیراحاصلضرب ها گویند. دوتایی۴١ پیراحاصلضرب های آنها به که ͬ دهند م نتیجه را پیراحاصلضرب هایی
دوخطͬ نظریه ی با مفاهیم این اند کرده بازی جزئͬ دیفرانسیل معادلات و آنالیز در محوری نقش ١٩۶۵ سال در خود
برخͬ بخواهیم اگر ͬ دهند. م تشͺیل را دیͽر دوخطͬ عملͽرهای از بسیاری بنای زیر و دارد ارتباط کالدرون‐زیͽموند۴٢
دوخطͬ تبدیل کالدرون، جابه جاگرهای کرانداری ،Tb ،T۱ مشهور قضیه های به ͬ توان م ببریم نام را آنها کاربردهای از

کرد. اشاره شده تصحیح فشردگͬ نظریه ی و تابعͬ فضاهای نقطه ای ضرایب نظریه های هیلبرت،
اجتماع صورت به ͬ توان م را اندازه ͷی در مͺعب هر و ͬ کند م تقسیم بندی را Rn اندازه، هر مͺعب های مجموعه ی و مختلف اند سایزهای و اندازه ها از که ،Rn در مͺعب هایی ٣۴مجموعه ی

نوشت. کوچͺتر اندازه های با مͺعب های

35 Dyadic Cube 36 Smoothing Operator 37 Molecules associated 38 Profile 39 Cancellation 40 Haar 41 Dyadic Paraproducts
42 Calderón-Zygmund
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١٢–٧ (١٣٩۵) ٣ شماره ،١ جلد جامعه/ و ریاضͬ نشریه ͬ راد، شیران مژده
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